4. CxymoB: M€Pe HYJES

; eneheM CMUCIY:
CkymoBu Mepe HyJa €y HPH pHTEerparji 3aHeMapsbHBH y.eCJ;VlI MEpIBIB CKy}I;
axotje fos X =L pHTerpabuiHa y OfHOCY Ha mepy ¥ ¥ ) : h IOKa3aHO, a 32;
u(N) = 0, onna je [y fdu=0. 3 mosuTuBHE PYHKIMIC Ji 10 D¢ ﬂf+ _f’_ To

) : e sl — :
KOMILIEKCHE TO CIeIu U3 nedpuHULA]E U pazjaratba fi=iln i & UE X

HAC MOTHUBHIIE & yBegleMo'CHe;lehy nedpuHAIIA]Y -

NpeunnnniA 4.8. Heka je P ocobuHa Kojy TadKa T € X wmoxe umaru. Ka-
3KEMO J1a je CBOjCTBO P HCIIyEEHO CKOPO cByAa Ha Mep/bUBOM ckymmy A'y odHOCY
Ha Mepy [i aKO IMOCTOJH CKyII N € 9 rakaB 1a je w(N) =0 u aa cBaKa TadKa
r € A\ N uma csojcrso P.

Kana je moTpeOHO HArTaCUTH MEpY (i KaxkeMo: P BaxKu CKODO cByda Ha Ay
OIHOCY HA MepY [ WK kpahe [p] c.c. Ha A. ¥V ciaydajy KOMILIETHE MEDE [i FOPHH
VCJIOB Ce CBOIY Ha MCKa3 3 je CKyIl TatdaKa T € A y kojuma P Huje UCIyheHO CKyIl
Mepe HyJa. AKO He CIIOMUEEMO CKYII A, oHIa MOAPA3yMeBAMO 11 j€ A—=X.

CsojcTBa KOja ce HecTo jafojbajy cy : f(z) > 0 3a 3amany bysKmjy [; HU3
fn(x) xomBeprupa, rae je {fn},—; saru Hu3 GYHKIMja Ha X W.T.JI.

VBeamMo pesianujy eKBUBAJICHIIN]

. je ~ y BEKTOPCKH IIPOCTOP CBUX
: : KOMII
vepsprBuX pyHKIMja Ha X c e

f ~ g axo u camo ako je f(z) = g(z) 3a [u] c.c. z € X. A

a je ~ pe ' -
/la Je ~ pealuja eKBUBATICHIA]E CIENU U3 YMILCHUNE /I3 je yHuja JBa CKyIa Mepe

HYJa CKYII MEpe HyJa: aKo je f =

; g BaH Ny M(N ) —{0 =

OH,ILaJefthaH'N:NluN b : 2 1 aa'g_‘hBa,HNz 'U,(Nz)::o
: , ITE = ’ :

penanuje ~ Cy O4uTe. Aaads IJI(N) o 0' Pe(b‘neKCI/IBHOCT n CKMeTquHOCT

Kazke ciaeneha TBphema,
aKo je f1 ~ fo U gy~
aKO je f1 ~ .

. aKo je f, ~ g

hmn—ooo gn(m) — g(

92, OHZA je fy -+ g1 ~
g1 o~ go " fl S g1 CKOpgl f2 o 92;

: 0
ity osifif e f(2) CBYNa, onna
) mocroju (1] c.c

Je fa < go cxopo CBYIR;



I['opwa TBphemwa, kao
AIIaBaIbA. HDI/IM(;:TH.HH H "PHUMA anasorna hemo xopucrurn Ge3 moceGHOr Ha-
TJI e je f e £1( ) CMO ,[La e pejraumlja ~ carjlacHa M Ca I/IHTeraHHjOM,
HaMME, #) B aKo je f ~ g omngy jenge £(p)u [, fdu= [,9du
3a CBAKH MEDJbUB CKynm A C X : A .

et 28 .[0 aHynmpaH,'y WHTerpanal Hexa je f xomuinexcra uHuiezpa-
G PUrELLIC U Hena je Jefdu =0 aa caawu mepnue ckyu E. Taga
je f =0 cxopo ceyga.

gt e i mmesa e B — £ (0, Ho0) = [z € X fale)~ ).
o fE Ja dis =[5 fadp = Re Je fdu = 0. Kako je f; crporo mosurupsa
QKU Ha 0Baxo usabparom ckyny F, cnemn ma je u(E) = 0. Haxne, fa < 0
CROPES Y d, N0 Ce IoKasyje 113 je fu > 0 c.C., ma je fr = 0 c.c. AHAJIOrHO je
fe =0c.c., nmaje f =0 ckopo cByna. O

AEMA 4.24. [o cpeprsum speanoctuma) Hexa je [ xomuaercHa uHuLeZpa-
buara pyrxuuja na upocwopy X ca xonawrnom mepom L. Ipetwuocuia-
GUMO ga 34 C6aKU MepPHUS ckyu F cuipozo Uo3UTUUSHE Mepe CPegHO

epegHocuL
: /
mis R
wE) Jg

dynryuje f na cxyuy E uputiaga 3amweoperom uogerkyuy C KomuaexrcHe
pasnu. Taga f(x) € C 3a [u] cxopo ceakxo z € X.
A Orsoper ckyn V = C\ C ce mMoxe npeincraBuTu Kao mpeOpojuBa yHHja

def def
OTBOpEHHX HUCKOBAa (Kpyrosa) D, = D(zn,r) = {z € C : |z — zn| < ra}-
Ckynoeu E, = f~}(D,) cy Mep/buBu Kao WHBEp3HE CIMKE OTBOPEHUX CKYIOBA,

npernocrasumo ga je u(E,) > 0 3a neko n € N. Tana je

/J'(;n) /E fdu—2z,| = , 1 /En(.f(x) 2 du(z)

(En) .
1

npH YeMy je mociemrba HejenHakocT crpora. Hamwme, na ckymy E, xoju je ctporo »
no3uruBHEe Mepe Baxku T, — |f(z) — 2zn| > 0, ma Ha ocnoBy craBa 4.15 6) BKI
[ (rn — |f (@) — 2n]) du > 0 omuocko [ |f(%) — zn|di < rnp(En). Topma iejen-
HAaKOCT MOKa3yje /a cpeama spearoct bynxkmuje f na By, npunaza Dp = D(2n, ),
mro je konrpamukumja jep D N C = 0. Jlakne, u(E,) = 0 3a csaxo n € N, na
i (V) = Uz Bn) < Sy A(E) = 0. Cae 30 f(2) € € 0 i e
TCwX:

KopHCHO je youmTumi mojam MEpbHBOCTH Ha dyHKuuje Koje ¢y Jedunucane

=

CKODO CBYZA. 7 ,
 HesrHuumIA 4.9. 3a ynkuujy f, AepuHHCAHY Ha, MEpIbHBOM CKyly E TaK-
BoM Jga je u(EC) = 0, koja y3uma BPERHOCTH Y C nm R, xaxxemo na je MepspuBa



MHTEI'PA‘H e i M

86 o Bxifla) € V/} mep/pHB CKYII 33 CBAKH OTBopey, CKyn,
5 —1 V) = ?
HAa X ako Je f ( e
R. e f
V y C, ogHOCHO AMO HA YUTaB IIPOCTOP X 1o d)yHKHHJe f Takq

: K
AKo TaKBy dJyH{{HP)U{’_ Hi) O;;y v ¢ E, rme je ¢ KOHCTaHTa (Ha. piMep ¢ - |, |
mro gedumumeno f (z '—Koja je MepJbuBa Y CTADOM CMIUCTY, Jep je tamy o
oHna a06mjaMo (PyHKIH]Y ) f—l(v) U E” (ako je c V). e

! 5 ecgV
-1 : I (V) (ako ]

V) Jeﬂ};a;l?lewé OHIA MOXKEMO f IOTIYHO IPOU3BOBHO HPOMYKHTH 1y Bt

je mepa p K )

i UTABOM IMPOCTOPY X .
e e (byHKI}I’EY H:KZ IIOCTOjU, HE 3aBHUCU O U300py
N3 ropmer cieau Ja UHTErPAJI f A J Qb rd
KOHCTAHTE ¢ TAaKO JIa MOXKEMO TaJia KOPEKTHO .,Il]erI/IHI/IcaTI/I f Agm i .
Nnycrpyjmo ropia pa3marpamba Ha CJIydajy I.IpOCT(.)pa (X ), rg}ze Je X = N,
N je curma anrebpa cBUX MOACKYIOBA 01 N , & p je bpojauka mepa Ha N. Ipe cBery
Taja ceaky QyHkumjy  : N — Y moxeMo maeHTHhDUKOBATH Ca, HI/IB.OI\TI {xn};’f:l y
npocropy Y, rnejeY = Rumm Y = C. 3aruM, cBaka TakBa dbyHKIHjA je MepJbUBA.
C o63upom na je ceaxu Hellpasan moackyn ox N crporo mosutusHe Mepe, CJenu a
Cy ase dynkuje va N jennaxe CByZla aKO Cy jemHaKe CKOPO CBYIA. Hakmne, y oy
Clydajy ce pesramnmja CKBUBAJIEHIIM]e ” CKOPO CByna” CBOIM Ha OOUYHY jeTHAKOCT.
Hexa je cana o=, 1® | i wossimmm min peanunx 6pojesa. Taza je z =
Zong T 11 10 N = [0, +00) smaano opmyznons fu(k) = 0 o & # . 1 (r)
Tn. @yHKIHje f, cy mpocre TIO3UTUBHE U OYHUTO je N dn ~ Tn, A je Ha ocHOBY
Seppo Levi-fenon cxaa o i 3%, IS DS e Tacne. MHTerpangja
mo N y OZHOCY Ha 6p0J?quy MEepy ce cBomm Ha, CyMupamwe pema. Ucro HapAaBHO
P s o XTI By v R, s
= {Tn}? my = {Un}n2) Ha HOBI/I’II‘)I/IBafI ; Ifenr— “n "+ Wn, a mOTOM pasmosxun
ot = ATHBAH neo: p — {33
my = {yi YnFe yom TIPUMEHUTH noKazaHo. Ycnos y
{zn}2 | je aIlCOJTY THA, KOHBEprenmuja pemg, =

el -~
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7.1 Odnos Rimanovog i Lebegovog integrala

155

Funkcija f je Riman int : :
2) e Integrabilna, ako i samo ako Je skup prekida funkcije

Dokaz: Neka je P(n) podela interval, [a,b] data sa:
L= <y < =0, Azp=gp - i = 1

mE = inf{f(a:);a: € [wk_l,a;k]}‘, Mk = sup{f(x);z € [xk—l,_mk]},

9P(n) = kan[mk—lazk]? GP(n) = ZMkK'[:vk_ ,zk]7
o = bt

.
BB () — ka(mk — T 1), SP(n) = ZMk Tk — Tk— 1)
k=1 k=1

' podele P(n) proﬁnJuJu kad n € N_ raste. Sled1

.



/ f(z)de = / gdm
[a,0]
oreme 5.4 sledi G = ¢ (S-S,).

* == u Te

Kakoje g < G, 1 f[a 5 (G—g)dm = 0, na osnovu L€
Iz (7.1) sledi @ =1 (s S. )t B

> egra .

2) i st (7.1) vazi G = g(s:5) paje f =

Ako je f Riman integrabilna, na osnovi

G = g(8.8.).
Funkcija f je nepre
(videti Zadatak 7.2) Kako Je

famere 0 o o
Obrnuto, neka. je g G f (s. s) Kako su g (o merljive, f s.s. jednaka
sa njima i mera 7 kompletna, sledi da jei f merljlyav funkcija.

Sada iz g = G\ 5is.) sled1

kidna u tacki t € [a,b] ako i samo ako je g(t) = G(y)
@ g—0 (s s.) sledi da je skup prekida funkcije
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S o0 |sinx 2
pa.lelfo = |d$2; :'llkL_H:OO'

Takode, mozemo videti i da je f

. SR R Ty

- — ) ~5n, gde je N = UmENk : P[’kfrdezlie+P1; ]Umgllv,k=2m[k7r,(k+1)7r],

; - ; a2 il 7. I¢nim rezonovanjem

kao i malopre dobijamo da je fooo fr(x)dz = oo f(k+1)" iy
km % S

St dz — 00, pa i S0 . : m—1k=2m
g @ » Pa Integral nije definisan nj 4 Prosirenom smislu.

i im 7-3- Neka. i — ") =)
ST Je f(z) n=0 ni1 Kn,nt1)(z). Tada nesvojstveni Rimanov

{ B are gy . o0 )
‘; mtegral postoji c)Joer J? f_oo f(z) de = ;:°=O%1L < 0, ali f ¢ L(m) jer je
f .[R [flidm = 2 e g — 00, 10 smo mogli zakljuciti i na osnovu ¢injenice da je

Jafs dm = Do =0, [ f- dm =

Y oreo 5 = 00, te izraz sfidmy = i
Jq f+ dm — [ f- dm nije definisan. G : I "

| Prethodni primeri ukazuju na apsolutnu prirodu Lebegovog integrala tj. .
| f € L'(m) ako i samo ako I & |f] dm < co. Naredna teorema pokazuje da ako je ‘

neka merljiva funkeija nenegativna i postoji njen Rimanov nesvo jstveni integral,
“tada postoji i Lebegov nesvojstveni integral i oni su medusobno jednaki.

‘eorema 7.2. Neka je f : R — [0,00) merljiva funkcija za koju postoji Ri-
anov nesvojstveni integral [%  f(z) dz < co. Tada postoji i Lebegov integral

/Rf an= [ f@)do.

kelja za koji vezi fo S fm oo,
G ntervalu [—n,n| se Rimanov i Lebeg

matrajmo niz funkcija fn = f - Knn), n € N




